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1. Redundanz
1.1 EinfUhrung

Redundanz: Bezechnung fir die Anteil e einer Nachricht, die keine
Information vermitteln, also UberflUssig sind... .

Beispiel: BCD-Code

(aus: Duden Informatik, Dudenverlag, Mannheim 1993

Zeichen

Codewort
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0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001

Beispiel: ASCII-Code

Zeichen | Codewort
NUL 0000000
SOH 0000001
STX 0000010
X 1111000
y 1111001
z 1111010
{ 1111011
| 1111100
} 1111101
~ 1111110
DEL 1111111

Der Code ist redundant, well
nur 10 der 16 mogli chen
Codeworter benutzt werden.

Alle 128 moglichen Codeworter
werden genutzt (Minimalcode).
Trotzdem ist der Code redundant,
denn de Zeichen treten mit
unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten auf.



1.2 Definition der Redundanz

Definition: Die Codewortlange eines Codewortesist die Anzahl der
Binérzeichen (0 oder 1), die bei der Codierung des Codewortes
benutzt werden.

Definition: Die mittlere Codewortlange m ist der gewichtete Mittelwert (d.h.
der Erwartungswert) der Codewortlangen aller n Zeichen:

m:=y p(x) n

mit p(X;) : Wahrscheinlichkeit, dal3 dbsi-te Zeichen auftritt,
M . Codewortlange desi-ten Zeichens.

Definition: Der mittlere I nfor mationsgehalt H von nZeichen ist der
gewichtete Mittelwert des Informationsgehaltes |; der einzdnen
Zeichen:

Hi= Y PO,

1
mit |; =log, p(X)E |nformationsgehalt des i-ten Zeichens,

p(x): Wahrscheinlichkeit, dafl3 dasi-te Zeichen auftritt.

Definition: Die Redundanz eines Codesist die Differenz zawischen der
mittl eren Codewortlange und dem mittl eren Informationsgehalt:
R=m-H.

Die relative Redundanz gibt an, wieviel Prozent der Codierung
redundant sind:
(=m-H

m



1.3 adlgemeine Redundanzreduktion

- statt Blockcodes Codeworter unterschiedli cher Lange verwenden
- Zeichen mit hoher Wahrscheinlichkeit erhalten kurzes Codewort
- Zeichen mit geringer Wahrscheinlichkeit erhalten langes Codewort

Problem: Ubermittlung der Codewortlange

Beispid:
Zeichen | Codewort
1 0
2 1
3 10

Zeichenfolge 1, 2, 3 wird codiert als 0110;
0110 ist nicht eindeutig decodierbar: entweder 1, 2, 3oder 1, 2, 2, 1

Fano-Bedingung (Pr afix-Eigenschatt):

Kein Codewort aus einem Code bildet den Anfang eines anderen Codewortes.

Shannonsches Codierungstheorem:

Die Codierung eines Zeichenvorrats kann immer so vorgenommen werden, dal3
die Redundanz minimal wird.



2. redundanzsparende Codes

2.1 Codierung nach Shannon

Voraussetzungen:

e n verschiedene Zeichen X,,..., X, mit Wahrscheinlichkeiten p(X,),..., P(X,)
» Zeichen sind nach fallender Wahrscheinli chkeit geordnet:
p(x) 2 p(X;) =-..2 p(X,) .
 Fir jedes Zeichen X; ist P, die kumulative Wahrscheinlichkeit aller vorigen
Zeichen, dso
P =0,
P, = p(x),
Py = p(x) + p(x;)
P = p(x) + p(x;) + p(Xs)

P, = p(x) + p(X) +...+ p(X,4) -
algemein: P,; =P +p(x) furi=1...,n-1

Berechnung der Codewortlange:

Die a1 benutzende Codewortlange des i-ten Zeichens wird berechnet a's
0 1
oo Bef L
" 0% Box)

Berechnung der Codeworter:

- kumulative Wahrscheinlichkeit P, die 2im Zeichen X gehdrt, in eine
Dual zahl umredchnen

- Vorkommastell e ignorieren, weil sie sowieso immer O ist

- Duazahl nach der m, -ten Stelle abbredhen (Codewort soll genau
m Stellen lang sein)

- die Dualziffern ergeben das gesuchte Codewort



Beispiel:

Zeichen x p(x) P m Codewort Z
A 0,4 0 2 00 0
B 0,2 0,4 3 011 0,375
C 0,15 0,6 3 100 0,5
D 0,15 0,75 3 110 0,75
E 0,05 0,9 5 11100 0,875
F 0,05 0,95 5 11110 0,9375

- mittlere Codewortlange m = 2,8 Bit

- mittlerer Informationsgehalt H = 2,246 Bit
- Redundanz R = 0,554 Bit

- relative Redundanz r = 19,77%

Beweis der Prafixeigenschatft:

Hilfssatz: Die Diff erenz zwischen zwei aufeinander folgenden kumulativen
Wahrscheinlichkeiten ist mindestens 2™ ,d.h. P,,-P =2,

) ) (] 1 1
Beweis. Esist m = [log E—% Daraus folgt m > log E—E
M=% 80x) I M=% 500

Umformung rech p(x) ergibt: m > log, p(lx)E = p(x)=z2",

Weil man de kumulative Wahrscheinlichkeit aus P,, = P + p(x) berechnen
kann, folgt P,,-P =2,

Der Hilfssatz besagt, dal3 aufeinanderfolgende Codewoérter von cer ersten bis
zur m -ten Stelle verschieden sein mussen (Préfixe genschaft).

Die Préfixeigenschaft zweier beliebiger Codewdrter im Abstand nergibt sich
dadurch, dal3 manin der Formel P,, -P =2 dieVariablei jewellsdurchi+1,
I+2, ...,i+n-1 ersetzt und alle Gleichungen, die man dabel erhdlt, addiert.



2.2 Codierung nach Fano

Voraussetzungen:

e n verschiedene Zeichen X,,..., X, mit Wahrscheinlichkeiten p(X,),...,p(X,)
» Zeichen sind nach fallender Wahrscheinli chkeit geordnet:
p(%) 2 p(X;) =...2 p(X;) .

Codierungsvorschrift:

1. Menge der Zeichen in 2 moglichst gleichwahrscheinliche Teile aufteilen

2. einer Teilmenge die Null als erste Codewortstelle aiordnen, der anderen
die Eins

3. fur beide Tellmengen diese Schritte rekursiv durchfihren, bis
einelementige Tellmengen entstehen

Beispid:
Zeichen x, p(x) | Codewort

A 04 00

B 0,2 01

C 0,15 10

D 0,15 110

E 0,05 1110
F 0,05 1111

- mittlere Codewortlange m = 2,35 Bit

- mittlerer Informationsgehat H = 2,246 Bit
- Redundanz R = 0,104 Bit

- relative Redundanz r =4,41%



2.3 Codierung nach Huffman

Voraussetzungen:
e n verschiedene Zeichen X,,...,X, mit Wahrscheinlichkeiten p(x,),...,p(X,)
» Zeichen sind nach falender Wahrscheinli chkeit geordnet:

p(x) 2 p(X;) =...2 p(X,) .

Codierungsvorschrift:
1. zwel Zeichen der kleinsten Wahrscheinli chkeit heraussuchen
2. einem Zeichen die Null as (links anzuftigende) Codewortstell e aiordnen,
dem anderen die Eins
3. beide Zeichen zu einem zusammenfassen (Addition der
Wahrscheinlichkeiten)
4. Verfahren wiederholen, bis ale Zechen zusammengefal’t sind

Beispid:
Schritt 1: Zeichen X, p(x) Codestelle
A 0,4
B 0,2
C 0,15
D 0,15
E 0,05 0
F 0,05 1
Schritt 2: Zeichen x, p(x) Codestelle
A 0,4
B 0,2
C 0,15
D 0,15 0
E.F 0,1 1
Schritt 3: Zeichen X p(x) |Codestelle
A 0,4
D, EF 0,25
B 0,2 0
C 0,15 1
Schritt 4: Zeichen X p(x) |Codestelle
A 0,4
B,C 0,35 0
D,EF 0,25 1




Schritt 5: Zeichen x p(x) |Codestelle
B,C,D,EF 0,6 1
A 0,4 0
Zeichen x | p(x) | Codewort
A 0,4 0
B 0,2 100
C 0,15 101
D 0,15 110
E 0,05 1110
F 0,05 1111

- mittlere Codewortlénge m = 2,3 Bit

- mittlerer Informationsgehalt H = 2,246 Bit
- Redundanz R = 0,054 Bit
- relative Redundanz r = 2,33%

2.4 Codierung von Zeichenfolgen

Hilfssatz: Beim Shannon-Code kann man de mittl ere Codewortlange
abschédtzen ds H < m<1+ H . Das bedeutet, dal3 de mittl ere Codewortlange m
den mittl eren Informationsgehalt um weniger as 1 Bit Ubersteigt.

L) 1
Beweis: Die Codewortldnge beim Shannon-Codeist M = (09, o(x) %
0 :

1 1
Darausfolgen m =lo und m <1+lo :
s gz%p(x»% . p(xi)E

Die mittl ere Codewortlange m &l sich damit auf zwei Arten abschétzen:

m=3 p0x) 0 2 Y p(x)Tog; & E= H und ds wetes
m=3 p(x) M < 5 p0s) (FLog, s e S EpO) + PO o

Zl p(x )+ Z p(x;) [og, p(l)(l)E:1+ H.

Man erhdlt Also H <m<1+H.




2.4 Codierung von Zeichenfolgen

Betrachtung von nverschiedenen Zeichen, die zu Zeichenfolgen der Lange N
zusammengesetzt werden

ale moglichen n" Zeichenfolgen mit dem Shannon-Code codieren
bei |angen Zeichenfolgen verschwindet die Redundanz, d.h. r — O

Begr tindung:

jedes Zeichen der Zeichenfolge habe mittleren Informationsgehalt H;
also: mittlerer Informationsgehalt der Zeichenfolge Hy = H [N,

fur die Zeichenfolge gilt die Abschatzung fir die mittlere Codewortlange
H,<m<1+H,,

asofolgt HIN<m<1+HIIN,
wenn de mittl ere Codewortlange nun nicht auf die Zeichenfolge, sondern auf
die @nzelnen Zeichen bezogen wird, ergibt sich H < m'<%+ H (mit m-:%);

H
+

ml

darausfolgt 1< N !

Abschétzung der relativen Redundanz:

m-H . H 1 H H_ 1
r=——=1-—< +t—-—=——
m' m NIOIM m m NIn
weitere Abschétzung:
aUSHSm'@i<i<:> t ! folgt r < 1 1

m H NOn N NOn N
fur wachsendes N strebt die relative Redundanz gegen Null,
lim

1
dennaus 0<r < ——=0 folgt r =0.

Also: Bel der Codierung langer Zeichenfolgen strebt die Redundanz gegen Null.



2.5 Redundanzreduktion durch Codeumschaltung

|dee
2 Codetabelle benutzen, zwischen denen mittels spezieller Codewdrter
umgeschaltet wird

Beispidl: Telegraphenal phabet

Buchstaben Ziffern Codewort
A - 11000
B ? 10011
C : 01110
D wer da? 10010
E 3 10000
F fre 10110
G frei 01011
H fre 00101

I 8 01100
J BEL 11010
K 11110
L ) 01011
M 00111
N , 00110
O 9 00011
P 0 01101
Q 1 11101
R 4 01010
S ‘ 10100
T 5 00001
U 7 11100
\Y = 01111
\ 2 11001
X / 10111
Y 6 10101
Z + 10001
CR CR 00010
LF LF 01000
Buchstaben | Buchstaben 11111
Ziffern Ziffern 11011
SP SP 00100
00000




