Quellencodierung I: Redundanzreduktion, redundanzsparende Codes

1. Quellencodierung

Durch de Quellencodierung werden de Daten aus der Quelle adiert, bevor siein einem
Ubertragungskanal tibertragen werden.
Die Codierung dient der Verkleinerung der zu Ubertragenden Datenmenge (Kompresson).

2. Redundanz
2.1 Einfihrung

Redundanz: Bezeichnung fir die Anteile ener Nadricht, die keine Information vermitteln,
also Uberflisdgsind... .

(aus: Duden Informatik, Dudenverlag, Mannheim 1993)

Beispiel: BCD-Code

Zeichen Codewort

0000 _ _
0001 Der Codeist redurdant, well nur 10

0010 der 16 mdgli chen Codewdrter
0011 benutzt werden.

0100
0101
0110
0111
1000
1001 *
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Beispiel: ASCII-Code

Zeichen Codewort

NUL 0000000 Alle 128 mégli chen Codewdrter werden
SOH 0000001 genutzt (Minimal code).
STX 0000010 Trotzdem ist der Code redunchnt, denn de

Zeichen treten mit unterschiedlichen
Wahrscheinli chkeiten auf.

1111000
1111001
1111010
1111011
1111100
1111101
1111110
DEL 1111111




2.2 quantitative Erfasaung der Redundanz

Definition: Die Codewortldnge eines Codewortesist die Anzahl der Binérzeichen (O oder
1), die bel der Codierung des Codewortes benutzt werden.

Definition: Die mittlere Codewortlange m ist der Mittelwert (d.h. der Erwartungswert) der
Codewortlangen aler n Zeichen:

m:=Y p(x)

mit p(x;) : Wahrscheinlichkeit, dald dasi-te Zeichen auftritt,
m : Codewortldnge des i-ten Zeichens.

Definition: Der mittlere Informationsgehalt H von nZeichen ist der Mittelwert des
Informationsgehaltes |, der einzelnen Zeichen:

H :zip(xi)l:li

1=1

mit 1, =log, p(l )E Informationsgehalt desi-ten Zeichens,
X].

p(x;) : Wahrscheinlichkeit, dal3 dasi-te Zeichen auftritt.

Definition: Die Redundanz eines Codes ist die Differenz zwischen der mittleren
Codewortlange und dem mittleren Informationsgehalt:

R:=m-H.
Dierelative Redundanz gibt an, wieviel Prozent der Codierung reduncant sind:

m-H

r=——

m



2.3Redundanzreduktion

Die Redundanz wird reduziert, indem statt Blockcodes Codewdrter unterschiedlicher Lange
benutzt werden.

Zeichen, de mit hoher Wahrscheinlichkeit auftreten, erhalten ein kurzes Codewort, Zeichen,
die selten auftreten, ein langes.

Bei der Codierung wird die mittlere Codewortlénge kleiner as die Lange enes Blockcodes.

Problem: Die Lange der Codeworter muf3 Gkermittelt werden, damit die Codeworter wieder
eindeutig decodiert werden konren.

Beispidl:
Zeichen | Codewort
1 0
2 1
3 10

Die Zeichenfolge 1, 2, 3wird codiert als0110.Die Decodierung ist nicht eindeutig:
0110 lkannentweder 1, 2, 3 o@r 1, 2, 2, 1 lbdeuten.

Fano-Bedingung (Pr afix-Eigenschaft):

Kein Codewort aus einem Code bil det den Anfang eines anderen Codewortes.
Wenn dese Bedingung erfillt i st, mul3 de Codewortlange nicht Gbertragen werden, und de
Deadierung ist eindeutig.
Beispid:
Telefonnummern sind rech der Fano-Bedingung codiert.

Shannonsches Codierungstheorem:

Die Codierung eines Zeichenvorrats kannimmer so vorgenommen werden, dal3 de
Redundanz minimal wird.



3. redundanzsparende Codes

3.1 Codierung nach Shannon

Voraussetzungen:

Die n verschiedenen Zeichen x,, X,,..., X, treten mit den Wahrscheinli chkeiten

P(X.), POG)s-- P%,) auf.

Die Zeichen sind nach fall ender Wahrscheinli chkeit geordnet:

p(x) 2 p(x;) 2 ...2 p(X,) -

Fur jedes Zeichen x; ist P die kumulative Wahrscheinli chkeit aler vorigen Zeichen. Das
bedeutet

R =0,

P, = p(x),

Py = p(x) + p(x,) ,

P = p(x) + p(x;) + p(Xs)

P, = P(X) + p(X;) + ...+ P(X,4) -
Allgemein: P, =P + p(x) furi=1,...,n-1.

Beredhnung der Codewortlénge:

Die zu benutzende Codewortlange des i-ten Zeichens wird berechnet as

_ 0 1
m = F gogzém%-

Sieist dso de kleinste natirliche Zahl, die grof3er oder gleich dem Informationsgehalt
des Zeichens x; ist.

Beredhnung der Codeworter:

Die kumulative Wahrscheinlichkeit P, die zum Zeichen X, gehort, wird in eine Dualzahl

umgerednet.

Dabel gelten folgende Regeln:

» Die Dualzahl mulZmdglichst grol3, aber kleiner as P sein.

» DieVorkommastelle wird ignoriert, well sie sowieso immer O ist (sozusagen ein
»hidden bit*); eswerden aso nu die Nachkommastellen umgeredinet.

» DieDuazahl wird das gesuchte Codewort.

» DieDualzahl wird nach der m -ten Stelle ebgebrochen, denn das Codewort soll

genau m Stellen lang sein.
Man erhélt also de Binarzeichen by, b,,...,b, , die das gesuchte Codewort ergeben.



Beispid:

Zeichen x p(x) P m Codewort Z,
A 0,4 0 2 00 0
B 0,2 0,4 3 011 0,375
C 0,15 0,6 3 100 0,5
D 0,15 0,75 3 110 0,75
E 0,05 0,9 5 11100 0,875
F 0,05 0,95 5 11110 0,9375

Die mittlere Codewortlange ist m=2,8 Bit; der mittlere Informationsgehalt ist H=2,246Bit.
Daraus ergeben sich de Redundanz R=0,554Bit und de relative Redundanz r=19,7 ®%.

Bewels der Préafixeigenschaft:

Hil fssatz 1: Die kumulative Wahrscheinlichkeit eines Zeichens und de entsprechende
Dualzahl unterscheiden sich in den ersten m Stellen nicht, d.h. PR -z, <2™.

Beweis: Die nicht abgebrochene Dezimaldarstellung von P sel

P=a @ +a, 7 +..+a, " +a, @™ +a, 2™+ . (fir a 0{01}).

Die Zahl Z,, die durch Umrechnen von P nach den Regeln in eine Dualzahl entstanden
ist,sei Z, =b (2" +b, (27 +...+b 2" .DieZahl Z istasoeineNaherungan R.
Die Differenz beider Zahlen ist dann

P-Z=(a-b)2 +(a,-b)2*+..+(a, b, ) 2" +a, 2™ +..

Nad der Konstruktionsregel muf® de Dualzahl kleiner ds P sein, d.h.Z, <P . Well
die Zahl Z; aber auch maglichst gro3sein soll, mul3 a, =b, Oa, =b, 0...0a, =b,
gelten. Dennwenn des' nicht gilt, gibt es entweder noch eine grofere Zahl, die Z, <P,
erfillt, oder die Bedingung Z, < P wurde verletzt.

Dazu ein Beispiel: P =00110010( Z, =001100 Wennein Bitin Z auf 1 statt auf O ist,
dannist Z, < P verletzt; wennein Bit in Z, auf O statt auf 1 ist, dann gibt es eine grolere
Zahl, namlich de, die oben steht.

Esfolgtaso B -Z =a, [2™* +..., was dchabschédtzenlatas B -7 <2™.

Hil fssatz 2: Die Differenz zwischen zwei aufeinander folgenden kumulativen
Wahrscheinlichkeiten ist mindestens 2™, d.h.P,, -P =22™ .

: : 1 . 1
Bewels: Esist m = %og E—% die Codewortlénge. Daraus folgt m = log E—E
] ’ p(xi) ’ p(xi)

. 1 1
Umformung nach p(x;) ergibt: m =log E = 2" >
M= %E000 p(x)

1
< p(xi)zz_m

hnd p(xi) 22",
Weil man de kumulative Wahrscheinlichkeit aus P,; = P + p(x) berednen kann,folgt
Pu-R=z22".



Mit den beiden Hilfssitzen wird nun de Prafixeigenschaft des ShannonCodes bewiesen.
Die Codedgenschaft P —Z, <2™™ bedeutet, dald sich de kumulative Wahrscheinli chkeit
des vorigen Zeichens und de entsprechende Dualzahl in keiner Stell e unterscheiden.
Anders gesagt, gibt die kumulative Wahrscheinlichkeit P als Dualzahl gerade das
entsprechende Codewort an.

Die AussgeP,, — P = 27" besagt, dal? aufeinanderfolgende Codewdrter von cer ersten
bis zur m -ten Stell e verschieden sein miisen. Das ist die Prafixeigenschaft, fir zwel
aufeinanderfolgende Codewdrter gilt sie dso.

DieFormel P,, —P =2 qilt fur beliebigei. Wenn man beispielsweise fir i einfachi+1

einsetzt, erhdt man P,,,, — P,, =2™™ . Diese Gleichung zur urspriindi chen Formel
addiert, ergibt P, -P +P,,,, -P,, 22 + 2™+ 'worausfolgt P,, - P =22™ +2™«,

i+l =
Das bedeutet, dal3 auch fir Codewdrter im Abstand 2 de Préfixeigenschaft erfillt i st,
weil siein den ersten m Stellen verschieden sein miissen.

Die Prafixeigenschaft zweier beli ebiger Codewdrter im Abstand nergibt sich
dementsprechend dadurch, dal3 manin der Formel P, —P =2™™ die Variablei jeweils
durchi+l,i+2, ...,i+n-1 ersetzt undall e Gleichungen, de man dabei erhdlt, addiert.

3.2Codierung nach Fano

Voraussetzungen:

Dien verschiedenen Zeichen x,, x,,..., X, treten mit den Wahrscheinli chkeiten
P(%.), P(X,),---, P(X,) auf.

Die Zeichen sind nach fall ender Wahrscheinli chkeit geordnet:

p(x,) 2 p(X;) 2...2 p(X;) -

Codierungsvorschrift:

1. DieMengeder Zeichen wird in 2 Telle aifgeteilt, die mogli chst gleichwahrscheinlich
sind.

2. Der einen Teilmenge wird de Null as erste Codewortstell e zugeordnet, der anderen
dieEins.

3. Fur beide Teilmengen werden dese Schritte rekursiv durchgefiihrt, bis Teilmengen
entstehen, de nur ein Zeichen enthaten.

Beispid:

Zeichen x p(x) |Codewort
A 0,4 00
B 0,2 01
C 0,15 10
D 0,15 110
E 0,05 1110
F 0,05 1111




Die mittlere Codewortlange ist m=2,35Bit; der mittlere Informationsgehalt ist H=2,246Bit.
Daraus ergeben sich de Redundanz R=0,104Bit und de relative Redundanz r=4,41%.

3.3Codierung nach Huffman

Vorausstzungen:
» Dien verschiedenen Zeichen x,, X,,..., X, treten mit den Wahrscheinli chkeiten

p(Xl)’ p(Xg),---,p(Xn) auf.
» DieZeichen sind nach fall ender Wahrscheinli chkeit geordnet:
p(%) = p(X,) =...2 p(X,) -

Codierungsvorschrift:

1. Zwe Zeichen der kleinsten Wahrscheinli chkeit werden herausgesucht.

2. Dem einen Zeichen wird de Null als (links anzufiigende) Codewortstell e zugeordnet,
dem anderen de Eins.

3. Diebeiden Zeichen werden zu einem einzigen zusammengefaldt (Addition der
Wahrscheinlichkeiten).

4. Das Verfahren wird wiederhdlt, bis al e Zeichen zusammengefaldt sind.

Die Huff man-Codes flihren zu den kleinstmégli chen mittleren Codewortlangen.

Beispid:
Schritt 1: Zeichen x. | p(x) |Codestelle
A 0,4
B 0,2
C 0,15
D 0,15
E 0,05 0
F 0,05 1
Schritt 2: Zeichen x| p(x) |Codestele
A 0,4
B 0,2
C 0,15
D 0,15 0
E F 0,1 1
Schritt 3: Zeichen x, p(x) |Codestelle
A 0,4
D,EF 0,25
B 0,2 0
C 0,15 1




Schritt 4: Zeichen x p(x) |Codestelle
A 0,4
B,C 0,35 0
D,EF 0,25 1
Schritt 5: Zeichen x, | p(x) |Codestelle
A 0,4 0
B,C,D,E F 0,6 1

Zeichen x p(x) [Codewort
A 0,4 0
B 0,2 100
C 0,15 101
D 0,15 110
E 0,05 1110
F 0,05 1111

Die mittlere Codewortlange ist m=2,3 Bit; der mittlere Informationsgehalt ist H=2,246Bit.
Daraus ergeben sich de Redundanz R=0,054Bit und de relative Redundanz r=2,33%.

3.3Beweis Shannonsches Codierungstheorem
Hil fssatz: Beim ShannonCode kann man die mittlere Codewortlange abschétzen als

H <m<1+H . Das bedeutet, dald de mittlere Codewortl&nge m den mittleren
Informationsgehalt um weniger als 1 Bit Gbersteigt.

Beweis: Die Codewortlénge beim ShannonCodeist m = Sog%%% Daraus folgt
0 PLX

: : 1 : 1
einerseits m = log E—E undandererseits m <1+ log E
*Hp(x) “Hp(x)
Die mittlere Codewortlange m Iafdt sich damit auf zwel Arten abschétzen:

m= Zp(x)ﬁn>Zp(x)[ﬂog2E$E H undals zweites
m=3 p(x)m <3 p(x)%ﬂogzgfﬁ Ep(xmp(xi)tnogz%%

= P0G+ 3 POX) 00, =T H

Manerhdlt also H < m<1+H.



Beweis des Shannonschen Codierungstheorems:

Der ShannonCode bietet eine beli ebige Anndherung an einen ideden Code.

Wir betrachten nun n erschiedene Zeichen, de zu Zeichenfolgen der Lange N
zusammengesetzt werden. All e mogli chen Zeichenfol gen werden mit dem ShannonCode
codiert (esgibt n™ verschiedene mogli che Zeichenfolgen).

Jedes Zeichen der Zeichenfolge habe den mittleren Informationsgehalt H; der mittlere
Informationsgehalt der Zeichenfolgeist dann H, = H [N .

Fur die Zeichenfolge gilt die obige Abschédtzung fur die mittlere Codewortlange
H,<m<1+H,,asofolgt HN <m<1+H [N.Wennman de mittlere Codewortlange

nun richt auf die Zeichenfolge, sondern auf die @nzelnen Zeichen bezieht, ergibt sich
H<m< % +H (m’ ist die mittlere Codewortldnge enes codierten Zeichens: m'= % ).

H
+—

Darausfolgt 1< N 1

Damit |&% sich de rdative Redundanz abschétzen:

r:ﬂ:1-£<i+ﬂ—izi.Di&eeUngIeichungIéBtsichweiter
m’ m NOn m m NI
abschatzen:Wegeanm'aisi@ 1 < ! folgt ndmlich r < ! < 1
m H N NMH NOMm NIH

(esqilt sogar r < ). Fur wachsendes N strebt die relative Redundanz gegen Null, denn

N [H
lim 1
aus 0<r< ———=0 folgt r =0.
N - co N[H

Das bedeutet, dal3 kel der Codierung langer Zeichenfolgen de Redundanz gegen Null strebt.



3.4 Codeumschaltung

Bel der Codeumschatungwerden zwei Codetabell e benutzt, zwischen denen mittels
spezieller Codeworter umgeschaltet werden kann.
Damit werden statistische Abhangigkeiten ausgenutzt, um die Redundanz zu verringern.

Beispiel: Telegraphenal phabet

Buchstaben Ziffern Codezechen
A - 11000
B ? 10011
C : 01110
D wer da? 10010
E 3 10000
F frei 10110
G frei 01011
H frei 00101
| 8 01100
J BEL 11010
K ( 11110
L ) 01011
M 00111
N , 00110
(e 9 00011
P 0 01101
Q 1 11101
R 4 01010
S ‘ 10100
T 5 00001
] 7 11100
V = 01111
V 2 11001
X / 10111
Y 6 10101
Z + 10001

CR CR 00010

LF LF 01000
Buchstaben | Buchstaben 11111
Ziffern Ziffern 11011
SP SP 00100
00000

Quellen: T. Grams: Codierungsverfahren, BI-Wissenschaftsverlag, 1986
Bérbel Mertsching: Grundziige der Informatik B1, Uni HH, 1997

10



